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Garmonik funksiya va uning sodda xossalari
Agar U=U(X},X,,...,X,) =U(X) haqigiy giymatli funksiya D sohada ikkinchi tartibli

uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lib (u c CZ(D)) , u D da ushbu
def 2 2 2 2 2 2u
Au=0 Au§(82+62+...+62ju58_g+8_2+__+a_2 1)
oX,  OX, 0X, X, OX, OX,
Laplas tenglamasini ganoatlantirsa, bunday U funksiya D sohada garmonik deb ataladi.
Masalan, n =1 holida Laplas tenglamasi

d’u o .
— =0 (X~ hagiqiy 0"zgaruvchi)
dx
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning yechimi, ravshanki, chizqli funksiyalardan iborat

bo‘ladi:
u=kx+b (k,b—const).
Demak, bir haqiqiy o‘zgaruvchining har ganday garmonik funksiyasi chizigli funksiyadir.
Argumentlar soni ikki va undan ortiq bo‘lsa,
=k X +KX, +...+K.x, +b
chizigli (aniqrog’i: affin) garmonik funksiyalardan boshqa garmonik funksiyalar ham
mavjud. Masalan, n=2 holida U=KkIn(x’ +x2)+b funksiya D =012 \{(0;0)} sohada,

r:\/xf+x§+...+x§, funksiya D =[1"\{(0;0;...;0)}

Nn>3 holida esa U :F ,
sohada garmonik bo‘ladi.

Ravshanki, fazoni tayinlangan a €[] " vektorga parallel ko‘chirishda, ya’ni X — X +a
almashtirilishida D sohada garmonik funksiya D=D+a= {X + a\ Xe D} sohada garmonik
funksiyaga o‘tadi. Bunda Laplas operatori invariant bo‘ladi (o‘zgarmaydi).

Fazoni X — kX (k #0) gomotetik almashtirilishida ham funksiyaning garmonikligi
saglanadi. Bunda Laplas operatori k® ga ko‘payadi.

Ortogonal  almashtirish, X — AX,A— ortogonal matritsa, ya’ni At=A

(* —transpozitsiya belgisi), bajarilganda garmonik funksiya garmonik funksiya bilan almashadi.
Bunda Laplas operatori invariant bo’ladi.

1" (n>2) fazoda Sl(O)z{X‘|X|<1} birlik sferaga nishatan inversiya

almashtirilishini garaylik:
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||
Bu almashtirishda S,(0) sfera nugqtalari qo‘zg‘almaydi, bu sfera tashqarisi uning ichiga,

2

ichi esa tashqarisiga akslanadi. u(X) funksiyadan ushbu
o 1 X
U(X) e n-2 U( G n—zj (2)

funksiyani tuzaylik. Bu Kelvin almashtirishi deyiladi. D bilan D ning garalayotgan
inversidagi aksini belgilaylik.
Teoremal. Agar U(X) funksiya D da garmonik bo‘lsa, U(X)dan Kelvin almashtirishi

(2) orgali topilgan G(X) funksiya D da garmonik bo‘ladi.
Bu tasdig bevosita (lekin ancha uzoq hisoblashlar yordamida) tekshiriladigan quyidagi
ayniyatdan kelib chigadi:

AG(R) = Za u |~n+2Au(x)

Kelvin almashtirishini @ € J " markazli birlik (yoki r radiusli) sfera S, (a) (S, (a))ga
nisbatan ham aniglash mumkin. Bunda ham garmonik funksiya hosil bo‘ladi.

Agar D soha cheksiz uzoglashgan nuqtani o‘z ichiga olsa, garmonik funksiyadan
cheksizlikda (|X|—> o) n=2 holida chegaralanganlik, N> 2 holida esa kamida ‘X‘Z_n kabi

nolga intilish talab gilinadi.
Garmonik funksiyaning quyidagi xossasi o‘rtacha (arifmetik) giymat teoremasi deyiladi:

Teorema 2. D sohada U(X) funksiya garmonik bo‘lib, B (X,) yopiq shar D da
joylashsa, bu funksiyaning shar markazidagi giymati uning S (X,) sferadagi o‘rtacha
(arifmetik) qiymatiga teng:

u(x,) = = j u(x)ds, . (3)
nr Si (%)
bu yerda @ = 27"% — 0" dagi birlik sfera (|x|=1) sirt yuzasi (T —
f F(n/2) (‘ ‘ )
gamma-funksiya), aonr"_1 = j ds, — r radiusli  sfera sirt yuzasi, ds, —

Sr(0)
S, (%) ( X = X| = r) sfera yuza elementi.

Agar (3) formulani ‘X — XO‘ = p <1 sferauchun

pru) = [ u(ds,

" [x=x0=p

Ko‘rinishda yozib, uni p bo‘yicha p €[0,r] oraliqda integrallasak, quyidagi formula
hosil bo‘ladi:
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n
U =—— | udx. @
¥ |x=xol<r
W rn n/2
bu yerda —— = 7:] r" — 0" dagi r radiusli shar (‘X‘S r) hajmi. (4) formula
n
F( +l)
2
garmonik funksiya uchun shar bo‘yicha o‘rtacha (arifmetik) giymat formulasi deyiladi.

Lebeg misoli
Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi ba’zi “sodda” sohalarda (chegara
Lyapunov sirtidan iborat bo‘lmaganda) yechimga ega bo‘lmasligi mumkin. Bu tasdigni

isbotlovchi Lebeg misolini keltiramiz. 0° ={(x,y,2)} fazoda 0<x <1,y =0,z =0 kesmada (uni
S bilan belgilaymiz) x(x) = x zichlik bilan tagsimlangan massa potensialini garaylik:

u(x,y,z) = r £d¢ : (12)
0 J(E-x)*+y? +2°
Bu potensial S kesmadan tashgarida aniglangan. Integralni hisoblab, bu potensialni
=\Jy® +2° # 0 bo‘lganda quyidagicha ifodalash mumkin:
u(x, y,z) = p(x, p) —2xIn p,
(X, p) = \/(1— X)? + p? —[X2 + p? + xln((l—x+«/(l— X)2+p% ) (x+ /X% + p° )) :

(13)

(12) dan quyidagi asimptotik tenglik ham kelib chigadi:

u(x,y,z)=0(%), r=x’+y’+2%> >o. (14)

u(x,y, z) funksiyaning sath sirtlari
o(X, p)—2xInp=c (c=const )
tenglama bilan beriladi. Ular aylanma sirt bo‘ladi (aylanish o'gi - x o'qgi ). c>1
bo‘lganda bu sirt x>0 yarimfazoda joylashgan, chunki X <0 bo‘lganda (12) ga ko‘ra

O<u(x,Y,z)<u(x,0,0) =1+x|n(1—%)<1.
Sath sirtlari ¢ >1 bo'lganda “uchli nok sirtiga” o‘xshaydi; ular koordinatalar boshigacha
“yetib keladi”: X >0 da p—0 (1- rasm.). Bu sirtlarga (0;0;0) nugtani qo‘shib qo‘yamiz.

Sirtlarning koordinatalar boshiga urinishi cheksiz tartibli bo‘ladi.

A
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1- rasm. u(x, y, z) = 2 sath sirtining z =0 kesimi.
Biror c>1 li sath sirti chegaralagan chegaralannagan G sohani qaraylik. G sohada 0G
da u|aD = @(&) =c chegaraviy shartli (tashgi) Dirixle masalasini go yaylik. (12) formula bilan

aniglangan u(x,y,z) funksiya G da garmonik, 6G ning koordinatalar boshidan fargli
nugtalarida u(x, y,z) =c, lekin (x,y,z) — (0;0;0) da turli yo‘llar bo‘ylab turli « €[1;c] limitlar

hosil bo‘ladi, ya’ni u(x,y,z) funksiya G da uzluksiz emas. Ishot gilish - mumkinki, agar
garalayotgan Dirixle masalasining cheksizlikda (14) shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud
bo‘lsa, u albatta aytilgan u(x,y,z) funksiya bilan ustma-ust tushadi. Bu yechimning G da

uzluksiz bo’lishiga zid. Shunday qilib, go'yilgan Dirixle masalasi yechimga ega emas.
Endi R=1/2 radiusli (1/2;0;0) markazli sferaga nisbatan Kelvin almashtirishini

bajarsak, G soha chegaralangan ] sohaga o‘tadi va shu soha uchun hosil bo‘luvchi mos

Dirixle masalasi yechimga ega bo‘lmaydi. G soha olmaga o‘xshash bo‘ladi, lekin uning
chegarasi koordinatalar boshiga cheksiz tartibli urinadi (juda ham uchli “voronka” shardan
chigarib tashlangan).
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